\/éq eselenw analizis
L4

1 Fugalmasagtan peaemirtel Jelaclod
A4 Kinemohilai 29\ eh let
Elwozdulas mewo:
@Uﬁz@&mazM&Mﬁé+ﬂ%yﬂ§&%&m§é
Feltetolezes az elmorduldsolc es alalevaltozdsoe
Kicsile ( EX N, 4% M0 vagy kisab’::)

D erivalt tenior
D= oV =

((/LEZ FIE, + W} )o (ggxgyzﬁ%a)

Qﬂ
=

VL gryw

g X[5X

S
YR

—
V
X

A‘_’Zi_((_ZOVWLVODj (Siimvwzjcrz'&us +emzor) (Fé\/>

ME?J'.: (& OE)T:(E 0 51)



- ’4 1

fx 2Py 2=
1

20 &y 2

1

i?’zx 24];_7 Ez

.

| U i 4__) 1(% LoW
Ex 2Ty 20r I9x 2 ay ox] 2\9% Ix
1 I 1(ar, ou l<9v+9ur
2T &y 2% |= [2\9xT 3y 2\92 9}
1 / Qw au Qwr v ler
21> 5y & ’ax az AT
SKalar €gyevlitel :
€ = U Au v
ox 1 Py T [/ 6 darab skalar eg)//u(,zf
s 2 2 oW
Y=oy Zlﬁ 9% 9y 9 Aaqrab iswievellon {iggueny
S.= ow aw au
2= 92 / ZZX 'ax

//OWI'Dd’flb/ (tasi €g>/zw/zt
Vx/ A= Z(domvou /xV
S T I

O

O

VxAXY =

llQ




A. Z E@yznsd%i egy,ewb/‘t
F>)“€ squyi 1érfoadlra
v #0- o, o
\ B?) ﬁ(?)-eq\/segmyi Jeliilelre "u‘fo' ero
[Ver]
N - normal veltor
V-atest fe'r}oja‘fa

Sl il A- a test felilde
F= jJ(F7JV+j$(F>dA =0 ("Vl'f{grdl vagy ;Ioloo'rlis alalc)
(v) (A)

Fle)V+ *Z(F) =B | (difleencials gy dests o) (FEV)
skalay —égyewla'fzk

by 9Ty | % .
ﬁ*%*f’L#x:O gé/am)o < kalar €7>/€l/)(176

8555090040 (v 1) i

Alax | QTay , 002 _
5x Tyt +f =0

Ji?

Egyewsdb? a2 el szewmpontjalool

E@/emsdlg @ wyolma‘fp'l«ok s2empovitjalool

IVIA = J\FXZ,(F)JVWL FXB(F) dA :5 (M'f{grdl vagy globalis alal)
) (A)

Fir)- E (7)| (dsflorencial gy ldals et (FPe V)
Skldy egyenlete

Toy=Tyw, Tye=Tay, Txa=Tax

3 db skalar egyenlet  (nincs gjabb iSWﬂﬂzm)




13 Awyageg/vew[ei
Feltotelezés ek :

~csale kis glakvaltozasol (dpnek fel.

Hook e-
- dz anyag (inearisan rugdm asan Viselleecd e +orve ny

-az amyag, Qo‘fVop ‘/'u/aJ'a/onsd?,&

E(F):;%(Q(f‘)ﬂl,,/h(m T) (FeV)

ahol AI 3 Ex-f-fyhfi az ,ﬁ elsor skaldrinvariansa
400

_;_f = [ 8 g 3] a3 @)/séﬁemaf

E- Vugqlwnasséqi modulusz
V- Poisson - 1%1/1\/225

Skalar éﬁ\/em/ﬁe[( :
E V
0 =7 (5t 75y (6t et 52))

E
6}=m(£,+;}/;,, (Sﬁf/r&;))

o, :%(gz+%v (Ex+5/+52)) & darab skalar

2 zmtﬂt
E ”

Txy: Z(;ﬂ}) %(y njncs ()jabé i smeyetlon

E
Ty = 2(MV) %*

E
Tox = 2(MV) %x




1S Rremertel Jladat
N davab skaldr eg\/mlwf
18 davab 1smerellon j&thj\/étﬂ\/:
u(x,y,%) \F(x,y,%) W(x,y,%)
Edxyd)  &lxyr)  E&lxy?)
Wixy?d)  Felxyd  Ex(xy2)
B(xyd)  6(xyz &(xy?
To(xyd)  Talxyd)  Gxy?)
TWxyd  Glxyva)  Zalxy?)

A UA=A
AN A=D
U(F)=0,(7) TPeh
F@)n=pF)  reh,

Poblewa : a perem evtele Maa/a/t e/w/e? Wgo)dl’)wf&,
Viszont 20/017 senkinele sem sikerilt me?ta/a'/ma az
égzdﬂf Wgo/a/a'st_ Ezert koeelts ngo/a/a'si wod szerelcet kdll

Keresnimk.



7. A wmedranika energia 2lvel
24 Alapfogalmak
fﬁmmaé,-[(a,-/a;; [ahe’bséges elmozcduldsmeads &gy olyan ‘/‘”jj'

vévy, amely a_kovetkezd Tulajedonsagolkal rendellezilc
= folytonos figgvény
= f/eﬂem/o"ew soleszor derivalhato
- kiddgdi o kjnematikar perem Jeltetdelcet
Yele: L)
w)=a,) reA.
/(lW@VWaf/kd//g% Lahdsoc/es alalvaltozas mezd
LA @T D)
K nemaf:ka:laq, (zhetseqes feszuHsag, med
B (B )
A I(/mmaﬁlzm(a? lehetsiges /eszaﬁsé; mad nem 4elietlen

elégiti ki az egyensulyi egyenletet es a Ainamikas pe-
tem fobtetolt

F*V+ Z #0 rel/

Fr 28 ref,



Virtualis elmoeduldsmezd
Def:  Su=U-U*  (=8uz.+Sez + gwé;)
m/aja/onsa'jm :

- Aolytonos faggw'ny

- elegendoen solseor devivalhatd

- a kinematikas P(rfw;em az <rtelce nulla

Virﬁ/a'/rs alalvaltowds med

B
5/_4 = %(5E0V+V° Sa) [gé] = gfx %g%‘y %gsz
B ey | /
5% S5 787

Statikailag, (ehetsiges Joswiltsiq mezd eqy O%ah
J % ' 0
;Fu'ggve'my, amely a kovellezo {U/O/&/owsayolzlml
vendelleile
N /(:’6/6:7 (ti az ngensd[yi €g>/ew/zfat
~ /(l'e/dgt'{i a dinamdiau perem foltételt.

Fle - _E
EV+Z=5> rel/
Fn=g reA,



Statikailag (e%efsé\o]es alalvaltoras wezo

_J
A= (F-25F1)
A sfan‘;'l(ai/a? L@hdséges alakvaltozds mezd new
feﬁéﬁemul e/e'g(’h ki a kompa%;'bi'l:'vla’si agyen ledet

VXAXY #0

A S‘fm'il(ai]a?, /éhefse'jzs alakvd Hozdsi mezdbol sz2a-
mitott sfa‘h't(ai/ag (d'mfse\ges elmozdulas mexs new
/f@HéUQM()’(L e!égHi ki a kinematilai paorem ,fﬂ“a"ﬁo/{
(?Z(F)vﬁ(j;(f_’) FeAoL

E‘VViO%&/(A/a'_S Vv'o'alﬁer-' a VUja/massa'g-f-aw' Pwﬂm—
ertele Maa/a}f el_séo[/egzs ismeretlene a kinema-
ﬁil(m/a? Cahdcséges elmozdulas we=0.

Erd modszer: a V{/ja/massalg—/‘aw' szme'#ék

Maa/azt elsé}a(/egzs ismeretlene a sfmf!'ka;'/a7
(zhdséges %észl){/fség/ mezd.



2.7 Vivtualis munka elve
FV+]=3 /u

(v)
(@ F vavs (@ -0

W (\/)
N

v
—’ f = [:.v_ CZ*-F-V

FVelV- Ju £V -+ T Jolv -0
M

év’/fqﬂ/*'**\/‘”l—‘uv V' Moy 28223 aBig-
L R
(Aj)u F il =2 > Byla)= B (a7

(v) &) v
223 \irtualis elmozdulds elve
F A= |i F i~ iy JdV=0
V) (A) ) )
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\E (&) Jei) £ ran + [z) ja’a”

=

) af\“ G Sz P (Au) Si-3

ahol K- K=2@evsvi)-2evveir)-

=2 lie)- 54
R)vs ST

A an/massa'gi )DéVevméVﬁ"& Maa(a/f 5{/\/?1/)512 a/al(l;'a:

\E-sad- (s pan- sl =0
W) Ae) )




1
3 Végese/em wm od szer

/ Vdfemaf//(ako[ tsmmfﬂ T

fﬁ(x)a{x fﬁ(x)dx +f Zod e

Vaqy =7
Dy2)odv=| Looyiz)dV +| Lyiz)odv ahoé V=\, UV,
kvf) J) (sz V0V =p

Elﬂl’)-ei AG_SOPT OOIVI
| E-atli- - [52 polh-[$2 JolV - E[ LF Ady- f&r’d/] fwdvj
V

V) (A) W (49

3/ Mechavikei modellek

3NN Sikalakvilfoeds Jeladat

Def: A vivsgdlt testneke van egy kitidtitell silja , amdy
Sikkal porhuramos o0sszes sikbon azonss ax alak-
Vallozds, es ezen sikok ‘éalvo/sa'?a terhdis hatasara

Sem valtozile /ey
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LZ?/(VI a kitintetol
T sik/az xy sik.

Kovetkezmenyek
- az ehozdulss koordinatale new /u'ﬁjnel« a 2 koor-
dnatatol.  U=ulxy), V=(xy), w=wlxy)
- 2 itanyban a pouble nem mozdulnak L W =0
Vagyis
Uly)= Uly)Zc+xy) &
Kinewalikon egyenlit

_ Qulwy) _ 2Uery) | Qutuy)
Ex="5x 7’9’_ dy =p"
_ 9by) _ oty |~
g)’_ =% JY? \,2\)/2\/+O =0
o X
£=0 Jom 04282 -0

A’al/l/a"H ozasi {anz-or ; P

é:é()ﬁ}/) [A]= x él’zx)/ o

)
%fogy O
O o O
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Fe—sza/%géﬂa, +zhzor:

=i (e mnl)  * F-Eto)

=] m(fxﬁ;,, ( Ex+€y))

— (&7, (5a5) [E]= Ox Ty O

w35, 55 T § 0

=i 3y 0 0 b
;,LE‘ (5,+ ol gx-#f;z))

=§v(5 77 (Ex+5y))g@

ytrzv

Uy

E
046y = ,w((adsy) m(&+z;)) i (548) =

E V
RS \jj/v(g EV) v

05 = v (6 +(7y)
A S, new #ﬂ7m{[om o tokbi ,/esw/kégx Woordinatatol
Ezf Szem elott {aﬂlm Vezessunle b& (,}J' jf/éla'gel(gt:

& 67 l 5 &
By qf;) 2

(50 e

/,%, F O0A=06.85+6,85+ 7,85 = 8¢'0

Y 24 k] il
aho@ g&=%;u' /S—)/ "fg,t ¢s 5%, 9; 9: WW!’)I’MS{?EL(

a OA vidulis abliltozas tereor elomer.
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A Hookz—'f‘él'l/-émy Sl(afa'r egyer)/ad'et't Wdfr/xok S?gl"ltsp'ge‘VI/(,
Lowmirebob /owwa'/oam I'Vlflaif/'ul( :

A
x [— (m 1-V V O &, %
0 y v 4v ool g
L62 0] O A;%V &a
(Bx4)
) (3x3) ()
o

SR Va2

v,
(%)

S (xy)= D zcxy)

Ujohb jdlolésele

e sl e S

Feltetelztil, hogy  Blxy)= p(y) & +erby)&
s Jlxy)- 463+ L)

A gyenge alale matvirole 59245?'59'%(’_ is fellvhato

| £S5 pat=[52 Jov= [55"5 - 8 -loes-0
W) (4 w v () W)



AS

\/éjesalzmzs Aiszlvetizaderd

S Se'6dl - JSngdA -j&j{&d\#
W) ) (v)

é[ j (Sg)fgyv-j(gg.)*ﬁ J- j(gﬁ ] d(/}: 0

we (49 v

oo sl /
(de [ J(se) je)(sg Jodt 0]9(5, )g@av] £0 )

ve (Ar

Hog)/ah ké??(#hﬂlé az -Z/PWO?a/M/a'swwz-é eg\/ [/{'715_

olewmen €
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Kitero (Gtlet g )/J/'+é5)

Hog)/ah kéozelifenénle @y fu'jgvm/f sealbaszonlent  (lnedris

-zl}i (99 l/p'VM\/pe 2
”) £ 9 g “
i J6)=Zhit) 5
Lt
B h, (%)
" hy()
4 /’3 ( X)
4..-
il hs (X)
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E nnek VMI’M‘/‘&/'a'ra tuduvle kszeliteni ey Ketvaltoros _fo'gj-

Vél/\\/’f 1S,
Jlx) = ,224 hij(y) £0%.)

AZ abaran be/e/élf h,‘J' (x,y) ’[Zﬁgjw'my X ltamban az i-ocils,
y ;'Va'mybaw a J'—zo{r[( cswnépomfhoz tavtozik. /v/;'nale%//l«
csomoponthor hozzovendelh.eto a9y hasownl & «ﬁugyvévy.

A Véﬂese/ém wiodsyerbey  annal /'o[oé W oz elito ijoL
dast lapul, minel /'ofob, a VVlfﬁo/o/a’Sho? iloselcodd o
kozeli 1o ,/ujjvév\ﬂf alkabmazunle Az abrilon (olha-
ts ID-s is ZD-s szakaszonlkent Linearis {uggys -
Myel( nem @ Leg/'obbal(, de komyen kevelhetSele



A hijlxy) dugguény kepletet new Judyule (imi a .
torspontole mictt. Celszenibb inkabb ax egyes negysesy
lovtumdnyokon dlofordul s Luggvinodie foglalioan

Beldthats, hegy mindegyile négysaoq tavtomanyon dofodul

a2 alalobi Mﬁgy ;{ l'/iggw'wyl’wz hasonld !ngvévy.
y he(s2)

Belathaté, hogy ezl a negy fwgyw'w/é 23y m ds melle
teve a I/I,'J'(X,y) ,fuggw'kyhe% hasonld alaledt l(apwnl(.

Ahl’)ol, hagy ezal@f a /4,' (?’,}) 4&33%14)4% Lmszma'//'u[«
a Voges tlem szomitdchoz, e el tudnunk [(p'(oezi olet

1ol szé(oﬂzs ne'gyszég, fa/fomdm\/m.
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Kosobb vesiliteadsre  kevilo olcole wiatt  celszeni o
hi(§.3) figgvinsek étebmezesi tartomanat -1 és
kowo valastoni. (ASE<U &5 ~1<4<h ).

Nevezzile el ar xy koodindtavendszet glokals-,

a g% -t pedtig lokalis keordinatavendszernele

Behelydesitessel Wovnyen lga?d/haﬁ, hegy a /4( £3)
,/M'ggvémyel( Aakja a kovtlcoro -
h(gs)-i(rgl-2),  hlgs)-tingli-g),

hig3)-1(mgllie),  higs)-Lirg)is)
(lisd: dlozs ollal dbrai)

Az 1234 csucsole ?,’Z [/oordinh[a'{t EQL‘é})M#pSHV(
S2iten  beladhato, lnoq)/

4
(g3)=Z mlER)X|( B adix ey o font
Y(§2)=§ 1”:(’?’2)% dloan lathatd X &L(épe%ést
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Ha egy ketviallozos %D{gjw’kﬂ/ lecrelifesenel Ml’iaqma'l/ulz

az osszes hij (X,y) Jiggvent, az egyme'/ff'l«d avzad.,
mintha  wmindegyil fayfomdh/on Lebhasenaliule volva
at oss#es %,'(f,}) fagyve'myzﬁ.

Neverzile ezentil gz xy sile négys0g, tortoma nyait
Végesefeweknek, a %ay‘folma'n)/o& savolpon ait /300(17
csomopont olenale

|zoporametrilkusnale vieverwinle 2oy Vegeselemet, ha a
>7 v/

gzow:dria'/'a'm[« (fl/e'pe?,é.&e, es az isweretlen wmezs

(eselivlcben an u és \r) kozelitese  Ugyan azoldcal a
Jigquivyaldeel Lovtonile (p2: b (53) ieh )

Lagyeh a kézelitendo .{'aggw‘u)/ egy végeselzmem a1 Ues v°

elmordidas koodinata .
U
UlE )= hi(gs) u;
e?}) (=t ?}) | 2lew (-edrk (Somépomt/'a'ban lre dmoz-
UTg7)=2, () | |
i= dulds evteleocet JQ’?W[I'L(.
Ezt az c'ﬁsszeﬂwﬁjé{f le Ghet (mi tomovebbe, ha af-

Kalmozzuk o kovitleers watvix wiu veletet

ahol Uf és 6. az e-edilk Vég?s‘-
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UTg3)|=| m5z) O higs) O higz) O hlgz) O i |
(&3)[ | 0 hig) O hisy) O hieg O gyl vy
(24 (2x3) u(
~—~ e
ye(ng) W :
_t.!(gl?) us

\/agy roviden Ui
ugs)- Hsn g Uy
m| 0y

A g;c’t az e-edik vé_qaselem (SoWropoM‘LI é’mo‘t - T(8x)
dulas veldordvale nevezzile \'Vi

A gf{ Z/Zl/wi{, a csom épotdr elmordulds
Pamméfemi(ef hgwm I'SIM,W/'M'Q. A cel ezelanele o pera-

wmetordenelr o Vmghafa'm%a'_s*w

A VIIHMGI]\'S (lVMO?—ollAfa'S‘t newm aL(av,'uL V\A,leflaifdyo‘zvxi )

de flirgsara a tovabbi saamitdsok dvégaésehes szikseg van.

Sulen)= Hzy) dg°




21
A gyenge alale “gy v?ése/ewwn tovteno liswa-

I/VH#a'Sa’hoz SzaL«sp'?m Ww?, az £ Vwrﬁha/dkoza'm

1S,
e B e . PN Eﬁ)
£y =|&(51) | - > =
£(5 (63 ovls)
e ules v (€3
ﬁ;y("?u?)j oy | o
( e . ]
-|5 O Ut = 2utey)=2H(E1) g
9- e \/\/\/
0 2| |rlg3) BYs3)
’2’ _Fg_ (zx1)
LQY(;XZ)QX -
L/V\/ k/—\/\J e 2 e
§ (;(e(’fu'i) é (-g‘f?) E(gk)g/
{_Se(g;):[—g% O | 1h(gg) O hfgz) O hlgy) O higz) O |=
O 55| 0 his3) 0 hieg) O hiz) O hiey
’gd .__9_ (2x9)
37 2"
Bx2)
- 2% X 2% X

2h(s3) 2 ha(£3) 2 hsl§3) 2hd3)
0 5y O 5 0 =7 0 =

4 4 4
Ihlgz) Ohfea) IhlFr) Shfea) Inlrr) oShoez) MER) Shifes)
oy ox Iy ox  QJy ox oy ax




Foblema = a Lf.‘(’?,’é) ,Puggvéwyelz valtorol a T s

L/oom/:na'%a'l«, azouban ar X £s Y szavint el Sleet

derivaln.

M€3o/a/a'3: Koz velelt %dggvévy devivdlasi szaloa}/\/a,:
T e B2 ) Ea Jelihds b -
Shi ki 9% | oh 33 vebben watnxoldal .

oy~ 9g oyt 97 5

.| (28 2z ][
_97 T 2x 2% || OF
ohi| |28 2z (|9
Oy Iy y La}’
\—/-\_/A\/
I (s)
ahol, :32%;-7 % a  Jacobi- watvix , és
ox Y
T 9%
. D%
;}L gj; DX P(o(i?, ar inverze.
¥ 2%

23
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A sacolo(— mortrix G}ewmt a (Sot/wo'/:\omir Z/oom(ma'—

tale ispmeriteloen meg '{'ud/uk hatarowmi

r_ﬁt.. h(e u _ —] (W\élr'f, az
Hea)r| 25 2o ||
s oh(E1) < 9hi(g, swoert)
LZ o7~ = Tff_}z\/"

A szowmilds meunete
1 AF kiszamitasa 2y kovket €3 keordingta
Parosra.
2. A 3, mint Zx2-es wmiveli, szamolet {ovtalimazs

Watrix nvertalasa,

2 A (%hﬂ vaglﬂa‘{‘a'l’o zasa  kovlkvel €53 orteleclire.

Dhi
Py
4 A E"(}an M-{éHéS&I a %’h; és%’—ﬂ; elew olcld.

A _]__%e Vv;al‘{vixot csale konkvet T 453 Szomavieliel
le«gao/a'sa ufan fudjuk Ml'vmi /



s

Ennele mintajdra a virtualis alakvaltoras s felivhald
S¢'(5.3)- 2 5usr)-2HlenSg = B(8.7)Sg°

Vagy. p)
T lage)-Bly &
ESQUHS!@ é”a,oot egy Végzsdemm

0 len)-D'eler)-DEad)g
Vagyis

Helyzﬂas:l‘)'sal( ]oe a gy.(flflge oloLba.

Egy \/éjese/ew:m

j(gz DAV~ g&x ), f&x LdV=
) (4% v

f(é,a, 6(?7)@5 s34V f ) H(?}MA—

(:«;7))4;42 (Af,)

A% AP deliletre szamitott iitegralnal a dA azt az eewi
Jelilotet jelenti, aumelyen feluleli terhdés hat a viges-

elemre.



AA=Tds= VebxErely®

dx = 9?d§+
O

oy = 3§d§+ a(ﬂz
>

Ha Z=a'”am(é =i>d}=o

Aol «ﬂ&ggéevx, lﬂogy a vegeselem wmelyik ddalelen van o ferhelis

a g es 2 eekendc -1-et vagy -t kel valasrtoui .

£ \4 €=t

afA"f'olsﬂ xl+dy‘
Ax = 9§ d§+
0
ofy a{§+ a!ﬂz
>

Ha £ = alland & > dg=0

’éy

K x(}‘_-:lZ) 9 Fy(g-13) -*4 0{2

3(3)

26
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A 3/2M3e o/aL( Qg\/ Vdjé)‘ﬁ?/eww’{ Ilg)/ L'r['la{‘o" (l’)a o8
Lliuleli ferhdes peleul & 2 és . csomapont kszstt
a/yzzl(mr(é zZ)

(55 [H(B (6:)) D'Ble) det(3T53) Ay ¢f +
‘\—/ﬁ/_\k/

e

+J@{ ) )p(;z 3579

+_ﬂ(t/fs7))¥/glz)def(_f@@)dfd%]’

\H/"\/—\/
A

- (5K g+ yn 12[)

7

ahol -

Q\ux

e | ) . '
K a \/zgese’ew Vmerev:e51 Vma-/w'xa_

b o vigesdemre o flileli torhelisekdosl adads feherveldor
f; a VﬂiﬁeSelflmw_ o ‘éa‘r,f(yafi 'f’erl'l?iz‘salxlm.( dd(lnlal +el«em£(+or
_fe 73 Vi'gzselzlm Yeherveldtora

Feelmek a menvyiseqg el o lissamtasahoz winden

adatot  ismerimk.



Numevikus f'W‘/'fgm'/a's : gauss- kvodvatura

Az mf@m'/m kivant JUjgvéhyf' [_ajmwje-?oh’movmobl(aﬁ
kézeliile.

f

469 66) L (x) + L)L OJ-I) L)+~ + Ji

athol
L) (X=x2)(X-X3)-(x-X.)

(Ra=Xe) (X Xa)- (X, %)

(X=3) (X-Xa)-(x-X.)

7-(>() (X )Q)(X xs)'"(X,_‘)(n L{ ] ?j:(x—xn
i X) ) :[T(Xa—xj)
(X=%)(X-%.)(x-X ) #
36‘) (X Xa) (X~ Xe)- (X Xn)
( (><—><)(>< XXXy
L)% (xR k)
E M(or L
J#{X)JX Nfz ‘Z(X L (>< dx = z ,f(x f[_ (x a(x
L/v\_/

\W/;
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A l'wf?grallals Povﬂ‘ossé;a ./Dlgg ar X, Xg . X pow+°L<

megvalasitasatol.
Bizom that s, hogy bha.
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Elkor a kszelit integralasi djarist Gauss- kvadvatu-
vanolk nevezzuk. Az
Xi— a gauss-powokat,
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